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摘要 
本研究提出在直角座標系求解吸引接觸力的方法。使用 FFT 可計算矩陣相

乘，然後使用 preconditioned inexact Newton-Bi-CGSTAB (bi-conjugate stabilized) 
method與 path following method等方法，可以在直角座標系上求解球體與平面之
彈性吸引接觸力。結果發現，在 Tabor parameter µ 小於 1 時，不必使用
preconditioner，且個人電腦可以求解；在 µ 大於等於 1 時，必須使用
preconditioner，且需使用大型電腦。在未來此項結果可推廣至其他形態表面之彈
性吸引接觸力。 
 
關鍵詞： 吸引力、接觸力 
 

Abstract 
 A numerical method for adhesive contact in rectangular coordinate is proposed.  
By using Fast Fourier Transform (FFT), the matrix multiplication can be performed.  
Then, using preconditioned inexact Newton-Bi-CGSTAG (bi-conjugate stabilized) 
method and the path following method, the adhesive contact for the contact between a 
sphere and a plane can be solved.  For Tabor parameter µ  less than one, it is not 
necessary to use the preconditioner, ant this problem can be solved by a personal 
computer.  For Tabor parameter µ  greater than and equal to one, it is necessary to 
use the preconditioner and it is necessary to use a large computer.  With this method, 
the adhesive contact for any arbitrary types of surfaces can be obtained. 
 
Keywords: Adhesion, Contact force 
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1. Introduction 
1.1 前言 

微奈米接觸的研究有兩派作法。第一種採用連續力學的方法，加入奈米級的

吸引力分析，第二種使用分子動力學的理論。兩種作法各有其適用的範圍。

Miesbauer等人[1]發現，5nm以上的微奈米表面接觸，可以使用連續力學來作模
擬；較小尺寸的接觸則必須使用分子動力學來分析。本研究係針對連續力學的方

法來分析。 
 

1.2 文獻探討 
 連續力學的吸引彈性力學分析，多限於球體的接觸分析。早期的學者在多以

數學推導出解析解。例如：1970 年，Johnson等人提出的 JKR model [2]，1975
年 Derjaguin等人提出的 DMT model[3]。經過十餘年，在 1992年，Maugis使用
Dugdale model，找出整合兩種 model 的解析解[4]。但是解析解在數學上都作了
某些方面的簡化，所以只是近似解。 

在數值解方面，在 1992年，Attard等人[5]使用 Lennard Jones Law，提出數
值方法分析。1997年 Greenwood [6]有進一步的研究。Feng[7]於 2000年提出更
詳盡且較佳數值解。Johnson等人更對彈塑性物體的吸引接觸力進行分析[8]。大
體來說，國際上在這方面的研究，有相當的成果，但是由於是計算球與平面之力，

為簡化計算，都採用軸對稱的公式來計算。因此，這方面的數值分析方法無法推

廣至其他形狀。 
 
1.3 研究目的 

若要研究其他形狀之接觸，例如橢球、粗糙表面之接觸，無可避免地，一定

要用於直角座標的分析。但在這方面，至今仍沒有任何研究成果。本研究就是要

提出直角座標的方法，並以球體的彈性吸引接觸力作為驗證。一旦成功，未來就

可推廣至其他形狀的吸引接觸力分析。 
 
2. 數學模式 
2.1 Displacement Due to Force 
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 首先，我們先導出球體接觸的吸引接觸力的數學式。當一個點作用力加於無

限之半平面，其位移如下式[9]： 

r
P

G
uz π

ν
2
1−=  

其中，P為作用力， r為水平距離，G為 modulus of elasticity in shear。因此，平
面上所有的力，對 ),( yx 點所產生的位移如下式： 

∫∫
Ω −+−

−=
22

2

)'()'(
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yyxx

dydxyxp
E

yxuz π
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2.2 Displacement due to Adhesive Contact 

兩球體接觸，在剛接觸時，兩球面的距離，用極座標表示，如下式： 

R
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R
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其中 
21

111
RRR

+=  

  1R , 2R  為兩球體的半徑。 
  r  為與對稱中心的距離。 
因此，我們可把兩球接觸假設為一半徑為R之球體與一平面接觸。 

球體與平面接近或接觸時，用直角座標表示，需滿足下式： 

∫∫
−+−

+

+++−=

∗ 22

22

)'()'(

'')(1
2

yyxx

dydxhp
E

R
yxh

π

εα
  (1) 

其中， 
α  平面與球最低點的距離，零點為 ε=h . 
ε  原子間的距離 
h  球體與平面中線之距離 

∗E  楊氏係數，
2

2
2

1

2
1 111

EEE
νν −

+
−

=∗  

在微奈米接觸時，需考慮原子之間的作用力。根據 Lennard-Jones Law，原
子間的作用力如下式[5]： 





 −∆= 93

3
8 )()()(

hh
hp εε

ε
γ    (2) 

 對(1)與(2)式作無因次化， 

1−=
ε
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ε
α=A  
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則方程式(1)(2)可寫成 
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另外，定義無因次合力為 

∫∫∫∫ ∆== dxdyyxpRPdXdYW ),(γ  

 
2.3 Rectangular Analysis 
 在直角座標中，格點化後，假設每一方格中，力量均相同，則某點的位移可

寫成 
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位移常數為[11] 
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所以方程式(3)可寫成 
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本研究就是用疊代法解方程式(5)。 
 
3. 研究方法 
3.1 FFT and Convolution 

 前述式 (5)中矩陣∑ ijC 的太大，無法計算其乘積 jij PC∑ 。舉例而言，

256256× 點之平面，∑ ijC 有 296967994422564 ,,,= 個元素，太大了。但因為這

是接觸力，Liu[12]發現，可用 convolution及 FFT來解決。 
 假設 z為 x與 y之 convolution， 

∑
=

+−=
N

j
jjii yxz

1
1  

則其 FFT滿足下式  

nnn YXZ =  
 舉例而言，If 4=N  

413223144

443122133

433421122

423324111

yxyxyxyxz
yxyxyxyxz
yxyxyxyxz
yxyxyxyxz

+++=
+++=
+++=
+++=

 

則 

444333222111 YXZYXZYXZYXZ ====  在接觸的問題中， 

403122134

413021123

423120112

433221101

pCpCpCpCu
pCpCpCpCu
pCpCpCpCu
pCpCpCpCu

+++=
+++=
+++=
+++=

  (6) 

 我們可以加上一些 0的數值，假設出一新的數列 
{ }00004321 ,,,,,,, ppppR =  
{ }1234210 0 CCCCCCCS ,,,,,,,=   (7) 
{ }87654321 uuuuuuuuT ,,,,,,,=  

則T是R與 S兩矩陣的 convolution，因此，使用 FFT，(6)式便直接可以計算出來。 
)()(( TRT) FFTFFTFFT ⋅=  

由文獻中知[13]，convolution 僅需 NN log 次計算，記憶體不必增加，計算數減

少。因此矩陣相乘變得可以計算。 
 上述結果，可以推廣到二維的計算當中。若 

jiji PCu ∑=  

則 
{ })()( PCU FFTFFTIFFT ⋅=  



7  
 
 
 

其中C , P為類似(7)式之二維數列。由此式，(5)中矩陣乘積 jij PC∑ 便可算出。 

 
3.2 Inexact Newton-Bi-CGSTAB Method 
3.2.1 Inexact Newton Method 

一般而言，一非線性方程式， 
NihhhF Ni ,,2,10),,,( 21 ΛΛ ==  

則 
)()()( 2hJhFhhF δδδ O+⋅+=+ h  

其中， J為 Jacobian，
j

i
ij h

F
J

∂
∂

≡  

牛頓法就是依上述的性質導出，如下： 
start: initial guess 0H  

do while ε>)( nHF  

 solve )()(1
nn HFHJdH −−=  

 dHHH nn +=+1  

end do 
然而(5)式中，不可能求出 Jacobian，因此，需用 inexact Newton method來求解。 
 Inexact Newton method[14]與 Newton Raphson method非常類似。但是使用這
個方法不必求 Jacobian。所以若 Jacobian無法求得，或其反矩陣無法求得時，可
以用這個方法。方法如下： 
start: initial guess 0H  
 find )( 0HF  

Outer iteration: do while ε>)( nHF  

 inner iteration: find dH  which satisfies 

knn RHFdHHF +−= )()('  where knk HFR η≤)(/  

end of inner iteration 
dHHH nn +=+1  

 find )( 1+nHF  
end do 
其中，inner iteration不限定何種方法。目前有很多種方法發展出來，下一小節所
說的 Bi-CGSTAB，是其中之一。 
 
3.2.3 Bi-CGSTAB Method 

解 BAX = 時，若矩陣 A過大，無法直接求解時，可用 Krylov space method
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來求解，這類的方法是使用疊代法求解，不必求任何反矩陣，也不必用高斯消去

法，所以在僅能算出矩陣乘法時特別有用，在本研究中正好適用。其中若矩陣 A
是 non-symmetric，則可用 Bi-CGSTAB法[15]。Bi-CGSTAB源自 Optimization中
的 conjugate gradient。在 Inexact Newton method 中的 inner iteration，解

)()(' nn HFdHHF −= 時，正好可以使用。 
Bi-CGSTAB解 BAX = 方法如下： 

Initial guess 0X , 00 AXBR −=  

  set 00 RR =ˆ  

  100 === ωαρ  
  000 == PV  
for Λ,,, 321=i  

  ( )00 RRi ,ˆ=ρ , )/)(/( 11 −−= iii ωαρρβ  

  )( 1111 −−−− −+= iiiii VPRP ωβ  
  ii APV =  

  ),ˆ/( VRi 0ρα =  

  ii VRS α−= −1  
  AST =  
  ),/(),( TTSTi =ω  
  SPXX iiii ωα ++= −1  
  if iX  small enough, the quit. 
  TsR ii ω−=  

end 
在每一個 inexact Newton method 的 inner iteration 中，假設 )(' nHFA = ，

)( nHFB −= ， dHX = ，則使用 Bi-CGSTAB 所求出的解正好是 dH 。而求解的
過程中， AX 與B均須用 FFT來計算，可參閱 Appendix A。 
 
3.2.4 Preconditioner 
 Bi-CGSTAB雖可以解出上述的問題，但當矩陣並非 diagonally dominant時，
非常不容易收斂。這個時候，必須使用 preconditioner來加速收斂[16]。 
 Precondition的概念就是，當 BAX = 當中的 A，不是 diagonally dominant時，
找出 AM ≈−1 則 IMA ≈ ，因此 MBMAX = 會比較容易求出解答。在本研究的求

解過程中， )(' nHFA = 這個矩陣很大，而且並非 diagonally dominant，因此需要
找出 approximate inverse。 
 求 preconditioner 的方法很多，在本研究中，我們使用 Frobenius norm 
minization method。這個方法是求出下式的最小值。 
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−=−
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jjF
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其中 je 為單位矩陣的第 j欄，因此，上述計算可簡化為 n個 least-squares的問題。 

 但在本研究中，因為 )(' nHFA = 這個矩陣過大，不可能找出其其近似反矩

陣。因此，我們作若干簡化。因為 A矩陣是來自接觸力對應變的影響，而每一點
對該點與週遭四點的影響最大。因此，我們只取這五點的影響參數，矩陣的其它

元素取為零，如此可形成一 five-diagonal新矩陣(見 Appendix B)，對這新矩陣求
其近似反矩陣M 即可。為簡化計算，我們再假設M 矩陣亦為 five-diagonal 的矩
陣，經由(8)式的方法，可求出其近似反矩陣。此近似反矩陣可使MA變得比較
diagonally dominant，可加速求解。 

由本研究發現，運用 preconditioner可加速收斂達四倍以上，而且，在 1≥µ
時，必須使用 preconditioner方能收斂。 
 
3.2.4 Keller’s Path Following Method 
 前述的方法 preconditioned inexact Bi-CGSTAB method可以解一般非線性問
題時，但是如果所得之解有 bifurcation的現象，見圖一，上述方法就不可行。這
時可加入 Keller的 path following method[7、17]來求解。這個方法的精神，是有
已知之點來沿著解的線，去求下一點。 

這個方法下，Keller定義一個新的函數 

)()]()([)(
)]()([)(

000

00

sssAsAsA
sHsHsHN

ss

s

−−−⋅+
−⋅=

(9) 

則解下列方程式 
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A
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δ
δ     (10) 

則沿曲線的每一小步，及其解可求得。 
其步驟如下，先求 

1==
∂
∂

AF
A
F  

再解 AH  
10 −=−= )()(' sFHHF AA  

則 

21
0 1 /][)( −⋅+±== AAsA HHsAN   (11) 

AAAssH HNHAHN ===    (12) 
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開始時，給一( 0ss − )值，再求(9)式中之 N，然後解(10)式。 
 如 Feng[7]所述，對每個 inexact Newton iteration，可以解 

)()(' 0sFYHF A=  
)()(' 0sFZHF −=  

則 

dAYZdH
NYN
NZN

dA
AH

H

−=
−⋅
+⋅

=
 

 
3.2.5 Numerical Scheme 
 由上述各節的方法，綜合言之，本研究的方法如下： 

1. 由(4)式，算出 ijC 。 

2. 起始 A，起始 A-UH =0 ，到3。 
3. 已知 A，用 Inexact Newton method求解。 
 (1)起始值 0H , 0A   
  由 eq(5)算出 ),( 00 AHF  

由 eq(8)找出 1
0 )(' −≈ XFM  

 (2) 疊代直到 nH 收斂 
用 Bi-CGSTAB與 precontitioner 解 
a. 求 )()(' 0sMFdHHMF An =  
b. 代入 dHHH nn +=+1  

(3) 到 5。 
4. 已知 A，用 path following method及 Inexact Newton method求解。 
 (1)起始值 0H , 0A   
  由 eq(5)算出 ),( 00 AHF  

由 eq(9)算出 ),( 00 AHN  
由 eq(11、12)算出 AN ， HN  

由 eq(8)找出 1
0 )(' −≈ XFM  

 (2) 疊代直到 nH ， nA 收斂 
用 Bi-CGSTAB與 precontitioner 解 

a. 求 




−=
=

)()('
)()('

0

0

sMFZHMF
sMFYHMF

n

An  

b. 代入 






−=
−⋅
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=

dAYZdH
NYN
NZN

dA
AH

H

 



11  
 
 
 

c. 求得




+=
+=

+

+

dAAA
dHHH

nn

nn

1

1  

d. 求 ),( 11 ++ nn AXF , ),( 11 ++ nn AXN  
(3) 到 5。 

5. 如果遠離 turning point，到 3。否則，到 4。 
 
4. 結果與討論 
 本研究使用 512×512 的格點，面積取 2020 × 。並與 Feng 的方法使用 1000
個格點，面積為半徑 20之圓作比較。兩者都使用均勻間距的格點。而 µ取 0.1、
1 與 3。outer iteration 與 inner iteration 之收斂條件均設 ||max/||max ii HHδ 設

610− 。 
 在 1.0=µ 的條件時，我們從 =α 6− 開始求解，下一點則設α 增加 0.05，直
到 =α 2。在 1=µ 與 3 的條件時，我們從 =α 6− ，下一點設α 增加 0.2，當發散
時，設α 的增加量變小，當接近 turning points時，使用 path following method，
當遠離 turning points 時，繼續使用 inexact Newton-Bi-CGSTAB method，直到

=α 2。在我們的計算中發現， =µ 0.1時，矩陣是 diagonally dominant，因此並非
必要使用 preconditioner。但在 1≥µ 時，preconditioner是必須的，否則不能收斂。 

本研究使用 IBM P690平行電腦。序列程式與平行程式在本研究中均使用。
在計算時發現，最耗時的計算步驟是 FFT 與 preconditioning。寫 precondition 的
平行副程式並不困難，但是寫 FFT 的平行副程式就不容易了。一般而言，要作
FFT 的平行計算，可以使用商業軟體，如 IMSL parallel library或 NAG parallel 
library。但是在本研究中，並未得到上述軟體，因此由網路中向 Dr. Takahashi得
到 FFTE副程式。計算時間列於 table 1。其中， =µ 0.1沒有 preconditioner的情
形，計算時間較短，因此這個例子也使用 1.8GHz cpu、512M RAM的個人電腦
作測試。結果也列在 table 1中。 

圖一為合力W對α 的結果，圖中包括本研究的結果與 Feng的方法，結果發
現兩條線幾乎重合。圖二則是 1=µ 與 0=α 時，球體的形狀。圖三是 1=µ 與 0=α
時的力量分佈。結果發現本研究的結果與 Feng的方法的結果幾乎一模一樣，細
微的差別是因兩者的格點不同所致。這些結果顯示，直角座標的數值分析為可行。 
 
4.2 Discussion 

事實上，本研究曾對 5=µ 作研究，發現不易求解。首先，計算時間太長，

在 IBM P690電腦作序列計算 48小時後，仍無法完成。其次，所算出的結果，
在合力W對α 的圖上，線條在接近轉折點處有輕微抖動的現象。這是因為格點
數不夠多所致。因此， 5=µ 應該是直角座標求解的極限。 

未來對本研究的數值方法，有可能的改進之道為：使用不同的 preconditioning
技巧，更有效律的平行 FFT軟體，或其他的 Krylov space method。 
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5. 結論 
 本研究使用 FFT、inexact Newton method與 Bi-CGSTAB、preconditioner、path 
following method等方法，在直角座標系上求解球體接觸的彈性吸引力。結果發
現，與 Feng的結果相似，為來可推廣至其他形狀的表面接觸。 

在研究中發現，在µ很小時，不一定要使用 preconditioner，但在 1≥µ 時，

precondtioner是必需的， 5=µ 是本研究的極限。 
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Appendix A 

在吸引接觸力分析時，我們求解下列方程式。 
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在本研究中，我們使用 inexact Newton Bi-CGSTAB method求解。在 inner iteration
中，用 Bi-CGSTAB解下式： 

nnn RHFHHJ +−= )()( δ    (A.2) 

其中， 
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也就是說， 
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 在(A.2)式中， HHJ δ)( n 與 )( nHF 均須計算。 )( nHF 式中的最後一項為 





































)(

)(
)(

2

1

21

22221

11211

nNNNN

N

N

H

H
H

CCC

CCC
CCC

σ

σ
σ

Μ
Λ

ΜΟΜΜ
Λ
Λ

 



13  
 
 
 

其中， 
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如文中所式，此項可用 FFT算出。 

而 HHJ δ)( n 式中的最後一項為∑∑ ∂i j
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，如下所示： 
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此項議可用 FFT算出。 
 
Appendix B Five Diagonal Matrix 

 如果只考慮 0,0C 、 0,1C 與 1,0C ，其他均設為 0，則原來的矩陣便成一個

five-diagonal的矩陣。 
 例如，格點為 44 × ，如下圖： 
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則其矩陣為一 five-diagonal矩陣，如下： 
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Table 1. Computer time 
µ   condition 

3 1 0.1 
PC no precond × × 2h13m

no precond (diverge) 4h41m 57m 
serial 19h53m 3h2m 1h23m
parallel 4 cpu 14h42m 2h8m 1h5m

IBM 
P690 

parallel 8 cpu 12h 1h22m 43m 
 number of pts 316pts 180pts 160pts
 
 

 
圖一， A  vs. P for 1=µ , 3=S  
 

 
圖二， A  vs. P for 1=µ  
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圖三， A  vs. P for 5=S  

 
計畫成果自評 
本計畫如原先預期，完成直角座標上，球體接觸之吸引彈性力分析。在微機電與

奈米系統上，均可應用。未來可推廣至其他形態，如橢球、粗糙表面之吸引接觸

力分析。本研究結果，已投稿至國外 SCI期刊，目前審槁中。 
 


