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摘要

本計劃提出將平行操縱器與一平面機構加以結合的複合式平台，以執行 3D 物體導引的

任務。平行操縱器為被動裝置且包含一運動平台以及三組支撐腿，支撐腿兩端皆為球接頭；

平面機構上則設有一或二個驅動裝置；運動平台與平面機構亦以球接頭連接。該球接頭設置

處的選擇，須符合於所有指定姿勢時，能有共平面的特性；隨著物體導引時，指定姿勢的數

目變動，接頭點可設於任意處，或僅能於曲面、曲線、甚至某些特定點上做選擇。相同地，

支撐腿的設置處，須符合於所有指定姿勢，能有共球面的特性。前述曲面方程、曲線及某些

特定點的推導，皆於文中述及。使用本複合式平台執行物體導引，最多可指定六組姿勢。報

告中列舉數個數值例以說明設計程序，並輔以模擬結果以驗證本複合式平台的功用。

關鍵詞: 複合式平台、3D 物體導引、姿勢、平行操縱器



Abstract

A hybrid platform combining a parallel manipulator and a planar mechanism is proposed to

execute the task of 3D body guidance. The passive parallel manipulator includes a moving platform

and three legs with spherical joints at both ends. A planar mechanism is the driving unit and

equipped with only one or two actuators. The joint between the moving platform and planar

mechanism is also spherical. Its location must satisfy that all corresponding positions at different

poses are on a plane. Depending on the number of poses assigned, the joint can be selected

arbitrarily or from a surface, several curves, and a few points. Similarly, the character of the points

for installing each leg is the corresponding positions are on a sphere. The derivation of relevant

equations for these surfaces, curves, and points are presented. The moving platform can move up to

six 3D poses assigned in sequence. Numerical examples with simulation results are given to

illustrate the design process and performance of this hybrid platform.

Keywords: hybrid platform, 3D body guidance, poses, parallel manipulator



一 前言及文獻探討

為了達成諸如路徑演生及物體導引等運動需求，使用的機構最初以連桿組為主。隨著機
電伺服系統及電腦控制的發展，近來多使用串聯式機械臂以及平行式運動平台等。以下略述
各類機構及其優缺點。

連桿組機構的發展已有相當久的歷史[Beyer, 1963]，機構的合成可用製圖法[Tao, 1964]
及數值法[Suh and Radcliffe 1978]以求得桿長、座標及相關資訊。此外連桿機構亦可由運動特
性，區分為平面、球面[Chiang, 1988]及空間連桿機構[Hunt, 1978]等。平面連桿機構雖然物體
僅能做平面運動，但其應用截至最近仍非常廣泛[徐正會, 2007; 洪芝青,顏鴻森,劉念德,2007;
Dong and Wang, 2007; Laribi, Mlika, Romdhane, and Zeghloul, S., 2004; Soh and Mccarthy,
2007]。至於空間連桿，其應用如太陽能架[Comsit and Visa, 2007]及物體導引[Russel and Sodhi,
2002]等；由於需先選定某ㄧ特定空間連桿組，再以數值法求出桿長及相關座標；因而在設計
及應用方面，難度頗高且受到相當的限制。

串聯式機械臂多應用於生產線上，諸如 PUMA560 及 Fanuc S-900W 等[Craig, 2005; Tsai,
1999]。若應用於如汽車製造等產業，以使用俱有五個或六個自由度的機械臂[Tsai and Morgan,
1985]為主。至於電子產業，由於動作較簡單，大多使用如 SCARA 等俱較少自由度的機械臂
[Davis and Hofmeister, 1997; Genov G. et al., 2000]。串聯式機械臂雖俱多自由度，而能執行靈
巧的搬運工作；但由於眾多驅動器的配置、動力傳輸方式、複雜的控制系統軟硬體 .. 等因素，
造成其採購成本昂貴，且多高於百萬台幣以上，另外亦難以由使用者自行維修。

平行式運動平台，其平台連結有數個並列的支撐腿，並由其所支撐。最初由 Stewart 所
提出[Stewart, 1963]，俱有六個自由度，可應用於飛行模擬訓練器等。之後便陸續發展出具較
低自由度的平行式運動平台，如僅具四個自由度[Jaime, Jose and Alici, 2006]或三個平移自由度
的 DELTA 平台[Laribi, Romdhane and Zeghloul, 2007]。該類平行式運動平台，雖能靈巧運動，
但可達區間不大；為此，有雙組機器人的提出[Xi, Xu and Xiong, 2006]。另外，亦有針對平面
需求而發展的俱三個自由度 [Li, Gosselin and Richard, 2006; Chung, 2005]或兩個自由度[Liu,
Wang and Pritschow, 2006] 的平台。然而平行式運動平台，因俱有多個驅動器，同樣有系統複
雜、成本高及難以自行維修等困擾。

綜合三類機構的主要優缺點，可看出平面機構的應用已有許久歷史，而其設計合成的方
法與理論已相當完備，惟其缺點為僅適於平面運動。而空間機械臂及運動平台，雖具多個驅
動器與自由度以執行空間運動，但也造成系統複雜、價昂及高維護開支。本計劃提出整合兩
類機構的優點: 完備的平面機構合成方法與可執行空間運動的運動平台。該機構將以平面機
構為驅動單元，以平面機構的特定耦桿點帶動空間運動平台，以執行特定三維運動。該機構
將因俱有較少的驅動器，所以系統簡單、成本低且易維修。當與傳統連桿機構相較時，該平
台因對於空間的運動需求，可簡易的完成其設計；且當運動需求變更時，亦能迅速得作調整，
故具有相對的優勢。

二 研究方法及成果

ㄧ般機器平台皆以多個自由度為主[Tsai, 1999; Merlet, 2006]，以使平台可運動至任何位
置與方位。本研究計畫則著重於如使用平面機構以驅動空間平台，並進行設計與合成的探討。
其自由度或驅動器數目將如一般平面連桿組，僅有一個或二個。而功能則使運動平台可依序
到達有限個特定位置與方位，使其能重覆執行特定的工作。

機構構想之ㄧ可如圖一所示，一空間運動平台以三組支撐腿與固定座連接。各組支撐腿
各有如 A、B 及 C 處的球接頭或 S 接頭，以及如 Ao、Bo及 Co處的 U 接頭。該機構共有平台
及三組支撐腿共四個運動件；各球接頭及 U 接頭分別為三個拘束及四個拘束；若計算該機構
的自由度，則為 3433346  。另外，若平台上的 P 點位置亦指定，將使機構再減
少 3 個自由度，成為無自由度的結構；亦即該機構將停駐於特定位置及方位。



從應用面而言，欲讓平台上的 D、E 及 F 三點可同時到達任意指定的位置與方位，該平
台須有六個自由度以及六組驅動器。ㄧ般的設計為裝設 6 隻如圖一的支撐腿，且支撐腿長度
為可變，亦即於 S 及 U 接頭間再裝設菱柱對。然而若平台的應用僅須依序經過幾個特定姿勢
(包括位置與方位)，則可將機構大幅簡化及省去大部分的驅動器。如圖一的機構所示，當平
台上的 D、E 及 F 三點處於一組指定的位置與方位時，因 A、B、C 及 P 同為平台上的點，該
四點的位置因而可確定。同理，當指定更多組的 D、E 及 F 三點位置，或更多組的平台位置
與方位時；亦將有對應的 A、B、C 及 P 等四點的位置。接著以圖一的機構的 AoA 支撐腿為
例，可知其限制為各對應的 A 點皆須在以 Ao 為圓心的球面上。同樣地，各對應的 P 點須在
同一平面上。因此設計該機構的考量為符合前述要求，以下依三維姿勢的指定數目，分別說
明如何設計合成支撐腳以及驅動機構。
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圖一：機構示意圖

1. 指定二組姿勢:

可於平台上任選 A、B、C 及 P 四點。通過 P1及 P2 連線的任何平面，皆能為平面機構所

在的平面，所以該平面仍有 1種選擇。A1 及 A2中垂面上的任何點皆可為點 Ao，因此點 A 有
3 種選擇，而點 Ao有 2 種選擇。同理可適於其他支撐腿。

2. 指定三組姿勢:

可於平台上任選 A、B、C 及 P 四點。由點 P1 、P2 及 P3 決定的平面，即為平面機構所
在的平面。支撐腿部分，A1、 A2 及 A3 可定義空間中的一圓與該圓所在平面，Ao僅需位於通

過該圓的圓心且與該平面垂直的直線上。因此點 A 有 3 種選擇，而點 Ao只有 1種選擇。同
理可適於其他支撐腿。

驅動方式可於平台上任選 P 點，由 P1、P2 及 P3 所決定的圓的圓心，即可設置旋轉運動
驅動器。若要由直線運動器來驅動，則需符合 P1、P2 及 P3 共線，亦即 12 PP  與 13 PP  成比

例。如圖二所示， ooo ZYX  為固定於大地的座標體系， mmm ZYX  為固定於運動平台

的座標系。當平台移動至指定的第一位置及方位時，座標系 mmm ZYX  與 ooo ZYX  間，
可用一位移向量 1V 以及一個旋轉矩陣 1R 加以連結，且 1V 及 1R 皆為已知。因此若 P 點相對於

mmm ZYX  座標系的座標為 Pm ，當平台於第 i 個位置與方位時，P 點相對於 ooo ZYX  的

座標用 i
o P 表示，則

i
m

ii
o VPRP  (1)
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圖二：平台運動示意圖

若 iP 座標由 iziyix P,P,P 表示，則可寫成如下關係式

若欲 P1、P2 及 P3 共線，則須符合

z1z3

z1z2
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(2)

由(2)式可推得不相依的兩個方程式，各方程式皆代表二次的三維曲面，將兩者交集可得一曲

線，稱為「共線點曲線」，曲線上任一點皆可選為 P 點，共有 1種選擇。

3. 指定四組姿勢:

支撐腿部份，可於平台上任選點 A，點 A1、 A2、 A3 及 A4 可決定一球面，該球面的球

心便可為點 Ao。因此點 A 有 3 種選擇，同理可適於其他支撐腿。

至於 P 點的選擇，將因 1
o P 、 2

o P 、 3
o P 及 4

o P 四點不一定共平面，其選擇將有所限制。
須符合條件為以下矩陣的行列式值為零
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

(3)

若設 Pm 為(x, y, z)，經由式(1)運算後， i
o P 中的三項皆含變數 x、y 及 z，且為一次，式(2)所

代表的為一個三次方程的曲面，於此暫稱之為「共面點曲面」。熟習平面連桿設計者，不難聯
想到，其與「圓心點曲線」或「圓周點曲線」有相類似的意義。因此設計時，只需於該曲面

上任選一點為 P 點，便可進入平面機構的設計部分[蔣君宏,2002]；且 P 點有 2 個選擇。

例題一: 移動平台上有 D、E 及 F 三點，對應於設在移動平台上的座標系，其座標如表一所
列。指定運動的四個姿勢如表二所列，其中旋轉順序依次為 xR 、 yR 及 zR 。合成如圖一的

機構，其中 P 點由平面四連桿帶動，使移動平台上的 D、E 及 F 三點，能同時到達對應四個
姿勢的座標。

表一: D、E 及 F 三點於移動平台上的座標
x y z

D 1.00 5.00 6.00
E 4.00 1.00 4.00
F 0.00 1.00 5.00



表二: 四個姿勢的運動數據
平移 旋轉

姿勢 x y z xR (deg) yR (deg) zR (deg)
1 -1 5 3 -95 -20 5
2 -2 5.5 3 -100 -15 10
3 -3 6 3 -105 -10 20
4 -4 6 3 -110 -5 30

解: 1. 由表二的運動數據，可推得如式(1)的 iR 及 iV ，i=1~4。進而可推得 D、E 及 F 三點對
應於四個姿勢的座標，如表三所列。

表三: D、E 及 F 三點對應於四個姿勢的座標
D E F姿勢

x y z x y z x y z
1 3.5503 5.8604 9.3682 -0.5611 2.5865 8.1944 -0.2906 6.6780 7.7625
2 1.9600 5.6020 9.8050 -2.2003 2.6929 8.0080 -1.6561 6.7791 7.9240
3 -0.3685 5.5964 10.4103 -4.2490 2.9937 -7.7331 -3.5176 7.0448 7.9639
4 -2.8614 5.2393 10.7540 -6.3103 2.9680 7.2976 -5.3915 6.9544 7.8117

2. 於移動平台上任選一點 A，可得該點於四個姿勢時，相對於固定坐標系的座標

i
0 A (i=1~4)。進而求得 i

0 A (i=1~4)所在之球的球心及半徑，球心即為圖一的 oA ，而半徑

為 ioAA 。同理可得 oB 和 oC 及配合的半徑，結果列於表四。

表四: 三組 S-S 連桿的數據
於移動平台上座標 固定於基座的球心座標 連桿長度

連桿 AAo  A: [5.0, 3.5, -2.0] o
0 A : [0.1702, -3.5441, 8.7821] AAo =6.7003

連桿 BBo  B: [ 3.5, -3.5, -1.5] o
0 B : [-3.4100, -0.5817, -4.2611] BBo =7.1665

連桿 CCo  C: [6.0, -4.0, -1.0] o
0 C : [-3.4190, -5.4475, -5.4163] CCo =10.5316

3. 設移動平台上任一點 P，對應於其上的座標系，其座標為 P )z,y,x( 。藉由 iR 及

iV (i=1~4)，可得 P 點於四個姿勢時，相對於固定坐標系的座標 i
0 P (i=1~4)。代入式(3)，

可推得一「共面點曲面」。由於曲面有兩個選擇自由度，或有 2 個答案；於此例指定
0.0x  及 2.0z  ，求得之點為 [0.0, 1.4008, 2.0]。對應四個姿勢的四點必在一平面上，

其方程為 46.650=z11.918+y2.327-x1.0  。

4. 接著可於前述平面上，進行平面四連桿組的合成。由於指定條件為四個耦桿點位置，
設計自由度為五。當平面連桿組運動，耦桿點由 iP 運動至 jP，輸入桿旋轉角度設以 ij 表

示。此例另指定 o
342312 30 ，因此僅剩兩個選擇自由度。其中一個選擇用於

將輸入桿中心置於 1P 及 2P 的中垂線上，進而可求得輸入桿另一端點及其桿長。至此已得
到耦桿的四個位置，於圓心點曲線或圓周點曲線上任選一點，可得到輸出桿的位置及尺
寸。輸入桿、輸出桿、耦桿及機架的長度為 2.8941、4.4927、2.2080 及 5.9984；耦桿點
位於距離 1.6009 及夾角-20.7267 度之處。如圖三所示，為連桿組運動至第二位置處，左
側紅色桿為輸入桿。



圖三: 平面四連桿組於第二位置處

5. 將四連桿組、移動平台及三個 S-S 桿件加以組合後，可於 3D 軟體上進行運動模擬。
圖四所示為移動平台分別於四個姿勢，證實僅需驅動四連桿組的輸入桿，便可使移動平
台依序到達指定的位置及方位。

圖四: 例題一的移動平台於四個姿勢

如例題一的運動，若欲僅由旋轉馬達及一桿件來直接驅動，則 i
0 P (i=1~4)除了須符合式(3)

的「共面點曲面」，尚需共圓。共面且共圓的主要特徵，為任二點間的中垂面皆須通過圓心，
且包含旋轉軸線； i

0 P 所在平面的法線亦為旋轉軸線的方向。設若以下述方程式表示一個與 i
0 P

和 j
0 P 等距的中垂面

0dczbyax  (4)

其中  i
0

j
0 PPc,b,a  且   2/PPPPd i

0
j

0
i

0
j

0  。由四點 i
0 P 可建立如式(4)且不相依的中

垂面方程式共三個。現在以 0dzcybxa iiii  (i=1~3)代表三個中垂面方程式。當其與 z=0
的平面聯立時，由於三個中垂面的交集為通過圓心的旋轉軸線，該軸線將與 z=0 的平面相交，
因此需符合

0
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dba
dba

0100
dcba
dcba
dcba

333

222

111

3333

2222

1111

 (5)

式(5)代表一最高為三次的曲面。此外，若 i
0 P 點所在之平面平行於 z 軸，雖四點不共圓，亦能

符合式(5)。其說明為設若此平面法向量為(u, v, 0)，則因  i
0

j
0 PPc,b,a  必垂直於(u, v, 0)，所

以

0.vb.ua ii  (6)

亦即 ii b,a 皆與 v)(u, 垂直。而式(5)中的 0dybxa iii  成為三條平行的直線，因此可滿足
式(5)。為解決前述出現無法共圓解的問題，可將三個中垂面再與 x=0 或 y=0 的平面相交，如

0
dcb
dcb
dcb

333

222

111

 (7)



0
dca
dca
dca

333

222

111

 (8)

當式(3)與式(5)、式(7)及式(8)任二個式分別聯立，求得的兩組解的交集，理應能符合共圓的
要求。

例題二: 如例題一之運動要求。合成如圖一的機構，其中 P 點由一旋轉桿件帶動，使移動平
台上的 D、E 及 F 三點，能同時到達對應四個姿勢的座標。

解: 1. 如例題一的步驟 1 及 2，解得 D、E 及 F 三點需到達的座標，以及三組 S-S 連桿的
相關位置及桿長。
2. 由於式(3)、(5)、(7)及(8)皆代表曲面，任二者交集後為曲線，代表仍有一選擇自由度。
於此例中，設 2z  後，將式(3)分別與式(7)及(8)聯立求解。於兩組解的共同者中，選擇
合適的 P 點，得到於移動平台的座標為 P= [-6.8854, -5.9965, 2.0]。旋轉中心位於固定坐
標系的[-6.8132, 13.0534, 0.4267]處，旋轉軸線的方向為[0.8945, 0.4471, -0.0061]，桿長或
旋轉半徑為 1.7241。
3. 將用以驅動的旋轉桿件、移動平台及三個 S-S 桿件加以組合後，於 3D 軟體上可進行
運動模擬。圖五所示為移動平台分別於四個姿勢，圖片左上方桿件為唯一的旋轉驅動
件，證實可將平台依序移動到達四個指定位置及方位。

圖五: 例題二的移動平台於四個姿勢

4. 指定五組姿勢:

當指定的姿勢增至五個時，代表 A 點的選擇須符合五點 i
o A (i=1~5) 能夠共球面。任兩

點 i
o A 可建立如式(4)的中垂面，前述五點 i

o A ，共可推導出共四個方程式，例如 1
o A 和 2

o A 、

2
o A 和 3

o A 、 3
o A 和 4

o A 、以及 4
o A 和 5

o A 。假設將該四個代表平面的方程式表示為

0dzcybxa iiii  (i=1~4)，若欲該四個能交於一點，也代表該四個方程式需為相依，則需
符合

0

dcba

dcba
dcba
dcba

4444

3333

2222

1111

 (9)

式(4)中 ia 、 ib 及 ic 為一次，而 id 實質亦為一次。因此(4)式所代表的曲面為一個最高為四次
的方程式，暫稱之為「共球面點曲面」。在此「共球面點曲面」上，任取一點為 A、B 或 C 點，
其選擇有 2個；於指定的五個姿勢時所得到相對的五個點，將有共球面的特性。

至於 P 點的選擇要求，乃為五點 i
o P (i=1~5) 能夠共平面。如同式(3)所代表為 1

o P 、 2
o P 、

3
o P 及 4

o P 能共平面的曲面，同理可推導如 1
o P 、 2

o P 、 3
o P 及 5

o P 能共平面的曲面。再將兩曲



面交集或兩方程式聯立，即可得到五點 i
o P (i=1~5) 能夠共平面的「共面點曲線」，且其選擇

有 1個。此後再進入平面機構的設計部分。將兩組式(3)的方程式聯立時，需注意其中有不合

適解。如前述，兩組曲面皆含 1
o P 、 2

o P 、及 3
o P 三點，若 2

o
1

o PP  平行於 3
o

1
o PP  ，亦能使

兩組式(3)皆符合，因此須加以排除。

例題三: 指定運動的五個姿勢如表五所列。合成如圖一的機構，使移動平台上的 D、E 及 F
三點能依序同時到達所欲的位置。

表五: 五個姿勢的運動數據
平移 旋轉

姿勢 x y z xR (deg) yR (deg) zR (deg)
1 -1 5 3 -94 -20 5
2 -1.5 5.2 3 -98 -17 8
3 -2.5 5.5 3 -102 -14 15
4 -3.5 5.8 3 -106 -11 22
5 -4 6 3 -110 -8 25

解: 1. 決定如圖一的 A、B 及 C 三點時，可任選任一點的其中兩座標，再代入式(9)求第三
個座標。於此例，z 座標皆設為-1，再指定 y 座標後，x 座標最多可得四個解。採用之 A、
B 及 C 三點，於平台上的座標及連桿數據如表六所列。

表六: 三組 S-S 連桿的數據

於移動平台上座標 固定於基座的球心座標 連桿長度
連桿 AAo  A: [-9.2208, -2.0, -1] o

0 A : [-3.8812, 11.2804, 2.7477] AAo =4.7782

連桿 BBo  B: [-21.8489, 5.0, -1] o
0 B : [2.9186, 11.9535, -0.5584] BBo =13.9576

連桿 CCo  C: [-5.5090, -9.0, -1] o
0 C : [-2.4786, 9.5379, -5.2114] CCo =8.4797

2. 如圖一的 P 點，為兩個由式(3)所描述之曲面的交集。決定該點可任設其中的一座標，
如此例設 z=1.0。因為式(3)為三次，可得 9 個解。但如前述，其中有三個符合 2

o
1

o PP 
平行於 3

o
1

o PP  ，需加以排除，因此最多有 6個解。此例之 P 點於移動平台上的座標為

[-0.3373, 0.9675, 1.0]； i
o P 所在平面的方程為 6.0049z0.1562y0.9625x0.2217  。

3. 欲使 P 點依序到達五個指定位置，其平面機構的設計有多種選擇。可如例題一的四連
桿組，指定 iP 運動至 jP 的輸入桿旋轉角度 ij ，可得最多 12 組解[蔣君宏,2002]。亦可用

具兩個自由度的五連桿組，簡易的利用兩個驅動器以到達各個 i
o P ；或者可採用兩桿件

及兩自由度的機械臂。本例的平面驅動裝置如圖六所示，為兩桿件配合如凸輪的凹槽，
該凹槽的軌跡即為連結 1

o P ~ 5
o P 的曲線；因此僅需於如圖的右下方裝置驅動器以帶動黑

色桿件，綠色桿件的末端便可依序經過 1
o P ~ 5

o P 。進而如圖七所示，可帶動移動平台至
指定的姿勢。



圖六: 例題三的平面驅動裝置

圖七: 例題三的移動平台於五個姿勢

5. 指定六組姿勢:

當指定六組姿勢時，其問題依然是選擇適當點為 A、B 或 C，且 i
o A (i=1~6) 能夠共球

面；以及選擇適當點為 P，且 i
o P (i=1~6) 能夠共平面。關於 6點能否夠共球面，可由 i

o A (i=1~5)

建立如式(9)的式子；另再取五點(如 i
o A i=2~6)建立類似的式子。前述兩式子皆代表空間中的

四次曲面。將兩曲面作交集取得的曲線，可稱為「共球面點曲線」。於其上可任取一點為 A、

B 或 C 點，其選擇各有 1個；於對應的六個姿勢時的六個點，應有共球面的特性。

於對應的六個姿勢， i
o P (i=1~6)皆能共平面的 P 點，可仿式(3)建立三個方程式，得到三

個曲面以聯立求解。雖然理論上而言，各曲面皆為三次，可求得至多 27 個解。但實際上，該
27 個解中，會存在非預期的解。有關三個方程式或三組四點共面的組合，依各點出現的次數，
有如下四種類型
類型 一: 3-3-3-1-1-1。表示三組四點共面的組合中，有三個點出現 3 次，另三個點僅出現 1

次。如(1, 2, 3, 4)表示 i
o P i=1~4 四點共平面，另二者可為(1, 2, 3, 5)及(1, 2, 3, 6)。因此只要

1
o P 、 2

o P 及 3
o P 三點共線，三個方程皆可滿足。此等三點共線的解便為前述非預期的解，由於

三點共線有無限多個，因此不宜以此類型求解。
類型 二: 3-3-2-2-1-1。其組合如(1, 2, 3, 4)、(1, 2, 3, 5) 及(1, 2, 4, 6)。若 1

o P 、 2
o P 及 3

o P 三點共

線且(1, 2, 4, 6)共面成立，則雖點 5
o P 不在平面上，該三式仍可成立。另外，若 1

o P 、 2
o P 及 4

o P

共線，則雖 6
o P 不在平面(1, 2, 3, 5) 上，該三式仍可成立。前述兩組非預期解，基於三點共線

及共面條件，各有至多 9 組非預期解，而需加以篩除。
類型 三: 3-2-2-2-2-1。其組合如(1, 2, 3, 4)、(1, 2, 3, 5) 及(1, 4, 5, 6)。當 1

o P 、 2
o P 及 3

o P 三點共

線且(1, 4, 5, 6)共面成立，則雖點 2
o P 及 3

o P 不在平面(1, 4, 5, 6)上，該三式仍可成立。此外，若

1
o P、 4

o P 及 5
o P 三點共線且符合(1, 2, 3, 4)或(1, 2, 3, 5)共面，也就是(1, 2, 3, 4, 5) 共面且 1

o P、 4
o P

及 5
o P 三點共線，亦可使三式皆成立。前述兩組非預期解，也各有至多 9 組非預期解。

類型 四: 2-2-2-2-2-2。其組合如(1, 2, 3, 4)、(1, 2, 5, 6) 及(3, 4, 5, 6)。設若平面(1, 2, 3, 4)成立，
且通過 1

o P 與 2
o P 的直線與 3

o P 與 4
o P 所定義的直線交於點 Q，如果點 Q、 5

o P 及 6
o P 等三點共線，

則將為非預期解。

例題四: 指定運動的六個姿勢如表七所列。合成如圖一的機構，使移動平台上的 D、E 及 F



三點能依序同時到達所欲的位置。

表七: 六個姿勢的運動數據

平移 旋轉
姿勢 x y z xR (deg) yR (deg) zR (deg)

1 -1 5 3.0 -94 -20 5
2 -1.5 5.2 3.2 -98 -17 8
3 -2.5 5.5 3.4 -102 -14 15
4 -3.5 5.8 3.4 -106 -11 22
5 -4 6 3.2 -110 -8 25
6 -4.5 6.1 3.0 -114 -5 28

解: 1. 決定如圖一的 A、B 及 C 三點時，可任選任一點的其中一座標，再代入兩個如式(9)

的方程以聯立求解。由於式(9)為四次方程，共有 16 組解；然其中有不適當的解。如 i
o A

分別為 i=1~5 及 i=2~6，則若 i
o A (i=2~5)為共圓，亦可使兩個式(9)皆符合，可是卻無法

六點共球面。因此對於求得的實數解，仍須加以篩選。於此例，指定 z 座標，再求 x 及
y 座標。採用之 A、B 及 C 三點，於平台上的座標如表六所列。

表八: 三組 S-S 連桿的數據

連桿 於移動平台上座標 固定於基座的球心座標 連桿長度
AAo  A: [4.5859, -2.0186, -1.0] o

0 A : [-5.9144, -9.9498, -7.6244] AAo = 15.4267

BBo  B: [4.2057, -2.4997, 5.0] o
0 B : [-5.2845, -20.9397, -13.1060] BBo = 32.4660

CCo  C: [-3.2310, -0.4277, -5.0] o
0 C : [-5.2820, 6.9954, -5.0177] CCo = 4.9504

2. 如圖一的 P 點，若由三個式(3)所描述之曲面，共可解得 27 個解。但由於不易求得所
有解，且其中又含需篩除的非預期解，本例採用最佳化的數值方式。給定初始值後，再
進行搜尋。經分析探討，共有十組正確解，其中僅有四組實根列示於表九。此例之 P 點
於移動平台上的座標取為 [-0.3778, -3.3552, -6.7712] ； i

o P 所在平面的方程為
3.8793=z0.3633-y0.2923-x0.8845-  。

表九: 四組能於六個姿勢共平面的實數解

X Y Z

1 -0.377835628703036 -3.35522353055056 -6.77118480018449

2 23.380611116309000 -2.15512804123158 -12.39844301495170

3 18.050841391928600 22.98839820119450 -15.87632494168740

4 97.850451274474600 -3.42188639646616 -7.67151404509471

3.本例的平面驅動裝置仍如圖六所示，驅動器裝置於如圖八所示的黑色桿件，各姿勢則
如圖九所示。



圖八: 例題四的物體導引機構

圖九: 例題四的移動平台於六個姿勢

6. 指定七組姿勢

同上述，需解決的問題為選擇適當點為 A、B 或 C，且 i
o A (i=1~7) 能夠共球面。其方

法分別為由(i=1~5)、(i=1~4，6) 及(i=1~4，7)建立如式(4)的式子，該三個式子皆代表空間中
的四次曲面。將三曲面作交集取得的點，可稱為「共球面點」。另外，各曲面型態最高為四次，
理論上而言，「共球面點」至多可得 64 個解。

此外對應的 7個 P 點若欲共平面，雖可建立 4 個如(3)式的曲面；但一般而言，該四個曲
面通常並無交點，因此並無適當點。可考慮的方案為採用球面機構，於前述「共球面點」中
擇一為 P 點，之後則進入球面連桿機構路徑演生的設計範疇。

三 討論
本計畫以低維機構驅動三維運動平台，該機構含一運動平台、三根支撐腿且其兩端皆為

球接頭、以及平面驅動機構。運作時，可用一或兩個驅動器，依序導引物體至最多六個姿勢。
對於四個姿勢的動作指定，運動平台的移至各姿勢的時間可與驅動器的輸入角度配合。對於
四至六個姿勢的物體導引，分別舉數值例說明，並且皆以 PEO/E 軟體成功模擬其運動。

對於所提出的機構，於指定不同數目的姿勢時，所對應的接頭處的設計選擇，可為任意、
於曲面或曲線上選擇、僅有特定數點能符合所需、或甚至無解。相關資料簡略歸納如表十，



以供設計者參考。

表十: 以平面機構來驅動空間平台的點選擇
姿勢組數 二組 三組 四組 五組 六組 七組
共球面點
A、B及 C

任意 任意 任意 共球面點曲面 共球面點曲線
有限個特
定點

共平面點
P

任意 任意 共面點曲面 共面點曲線 有限個特定點 無適當解
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